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"> Das zweites Gesetz von Newton in einem
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» Geostropische Bewegung

» Druckkoordinaten

Mathematische Herleitung der
Coriolisbeschleunigung

» Darstellung eines beliebigen Vektors A(t)
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Die zeitliche Anderung eines beliebigen Vektors A(t)

Die Ableitung von A(t) nach der Zeit

dA_ A (dA, | dA,

o dt dt dt dt

der Index ,,a* soll daran erinnern, daf sich
die Ableitung auf das Inertialsystem bezieht
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A(t) = Ortsvektor r(t)

O

u,(t) = die absolute Geschwindigkeit eines Luftpakets =

—a

dt

Die relative Geschwindigkeit in einem rotierenden Bezugs-

system betrage
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Erdradius

Dieser Luftkorper startet relativ zur Erde nur mit einer
Geschwindigkeit V in Richtung Pol hin =

Er startet relativ zum Weltraum mit einer zusatzlichen
Geschwindigkeitskomponente QR, nach Osten.




Um die Bewegung eines Luftpakets mit dem Gesetz von
Newton beschreiben zu kénnen, mulR man die absolute

Beschleunigung kennen
> Galy
dt

Aus den Messungen auf der Erde nur die relative
Windgeschwindigkeit u und damit die relative Beschleunigung
bekannt ist du

—p dt
U, =u+QAar

Mit A =u,

Gals U3y,
dt dt
daﬁzd—u+2§2/\u+Q/\(Q/\r)
dt  dt
absolute d,u, du

Beschleunigung [~ gt dt 2QAU+QA(QAT)
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relative Coriolis- Zentripetal-
Beschleunigung Beschleunigung Beschleunigung
wirkt senkrecht zum Rotations- 0

vektor und senkrecht zur

Bewegungsrichtung und ist
direkt proportional zum Betrag \|
von u und Q. N u
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Zentripetalbeschleunigung
Qi
Ortsvektor r wird zerlegt R
r= (r.f))f) +R
A

_ r-Q
AARQATN)=QA(QAR) == N r

= -|QFR Q Q

Die Zentripetalbeschleunigung ist nach innen, zur
Rotationsachse hin, gerichtet und hat den Betrag |QJ°R

Das zweites Gesetz von Newton in einem
rotierenden Bezugssystem

daua

In inertialen Bezugssystem: p - =F

/ \ Kraft pro

Einheitsmasse

Dichte

In rotierenden Bezugssystem:
du
p E+ZQ/\U+Q/\(Q/\F) =F

Entspricht > pa +pa'=F




Alternative Schreibweise

p((jj—lsz F-2pQAU-—pQA(QAT)
Corioliskraft Zentrifugalkraft
Effektive Schwerkraft

Ware die Erde eine nicht-rotierende ideale Kugel, wiirde
nach dem Newton’schen Gravitationsgesetz nur die
Gravitationskraft g* pro Masseneinheit wirken.

Ware die Erde eine rotierende ideale Kugel, wirde sich die
effektive Schwerkraft g aus der Vektoraddition der
Gravitationskraft g* und der Zentrifugalkraft Q2R ergeben

» g=0g*+Q°%R




g steht Uberall senkrecht zur Erdoberflache

“ Q°R
g*
g
eff:kfcive ichwle;.lfraf_t 9 effektive Schwerkraft auf einer
Elidg'”e" UQEI-TOrMIGeN | 1 1eicht abgeplatteten Erde:

Sei die Gesamtkraft F = g* + F~ zerlegt

=) p((jj—ltsz’+g*—2pQ/\u—pQ/\(Q/\r)

N
QA(QAT)=—-|QFR
Mit g=g*+Q°R

du
> pE=F'+pg—2pQ/\u

Die Zentrifugalkraft infolge der Erdrotation erscheint in der
Gleichung nicht mehr explizit; sie ist in der effektiven
Schwerkraft enthalten.




Wenn Reibungskréafte vernachléssigt werden kénnen, wirkt
auf ein Luftpaket neben der Schwerkraft vor allem die
Druckgradientkraft

F'=-Vp proVolumeneinheit

!

p(jj—l::F'+pg—2pQ/\u

‘ du 1

-~ _ _ = _ pro

dt p Vp +9 2Q AU Masseneinheit
In dieser Form beschreibt das 2. Newton’sche Gesetz

die reibungsfreie Bewegung eines Luftpakets in einem
Bezugssystem auf der rotierende Erde.

Koordinaten auf die Erde

a




|Q[sin ¢ k
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Fur Luftbewegungen in Zusammenhang mit den Tiefdruck-
und Hochdruckgebieten der mittleren Breiten zeigt eine
Abschatzung, dal} nur dieser Term von Bedeutung ist.
(Siehe z. B. Holton, 1979, Kapitel 2,4)

In guter Naherung gilt daher

2O Au=2|QlsingkAau="FfAaAu
f =

f=2]Q]sin ¢ fk

~_ /

Coriolisparameter




Geostropische Bewegung

du 1

N  Zvpsg-fau

at > P+g-Tnh
u=(u,v,w) duy, = 1 _
o = () o pVhp fAuy

dies ist relativ klein fir groRraumige
Luftbewegung in der Atmosphére

1
In erster Naherung gilt 0= _;Vhp - fAuy

Die vertikale Komponent der Bewegungsgleichung ist

__1on_
}{_ p 0z s

dies ist auch klein fur groBraumige
Luftbewegung in der Atmosphére
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- > oz pg

— hydrostatisches Gleichgewicht herrscht




0=-=V,p-fau,
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Fur den Fall einer groBraumigen, reibungsfreien
Luftstromung, besteht ein Gleichgewicht zwischen der
horizontalen Druckgradientkraft und der Corioliskraft

N

Die Luftstromung befindet sich im
geostropischen Gleichgewicht.

Geostropische Gleichgewicht

1
Druckgradientkraft — — EV hP
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L6ésung far den geostrophischen Wind

P

Man bildet auf beiden Seiten das Vektorprodukt mit k

fk/\(k/\uh)=—k/\£Vhp
p

Fur dreifache Vektorprodukte
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Zwischen dem geostrophischen Wind u, und dem
Druckgradienten besteht eine lineare Abhangigkeit

Ein Blick auf eine Wetterkarte bestatigt dieses Ergebnis:
je kleiner der Isobarenabstand, desto starker der Wind.

Die geostrophische Windgeschwindigkeit hangt durch f
von der geographischen Breite ab.




» In niederen Breiten ist bei gleichem Druckgradienten
der Wind starker als in hoheren Breiten.

niederen Breiten hoéheren Breiten

P P+

Ein Beispiel
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> Direkt am Aquator, wo f null wird, ware die Geschwindigkeit
des geostrophischen Windes unendlich grof3.

> In Aquatornahe kann man die geostrophische Naherung nicht
anwenden. die Luftstromung in diesen Gebieten ist nicht
parallel sondern quer zu den Isobaren vom hoheren zum
tieferen Druck gerichtet.

Aquatornahe héheren Breiten
p_ 1’ V p_ A
1A%
P+ P ¥
v

» Im Rechenbeispiel, dal wir von ein paar Wochen
angeschaut haben, ergab sich bei einem Druckgradienten
von 10 mb/1000 km und p = 1 kg/m?3 eine Beschleunigung
von 103 ms=2

» Daraus ergibt sich flir ein Luftpaket nach einem Tag (10°s)
die viel zu groRe Geschwindigkeit von 100 ms1.

» Nimmt man dagegen geostrophisches Gleichgewicht bei
¢ = 45° (f = 10%s71) an, errechnet sich eine Wind-
geschwindigkeit von 10 m s-1.

» Dieser Wert stimmt ungefahr mit der beobachteten
Windstarke Uberein.




Der Druck als vertikale Koordinate

» Auf Wetterkarten fur die freie Atmosphéare analysiert man
nicht die Druckverteilung auf bestimmten Niveauflache (z.
B. Meeresniveau) sondern man stellt die Hohenverteilung
auf ausgewahlten Druckflachen (z. B. 300 mb) dar.

> Diese Druckflachen sind nahezu horizontal.
» Die Frage ist: wie soll man das Newton’sche Gesetz

anwenden, wenn definitionsgeman auf einer Druckflache
kein Druck-gradient besteht?

> -

Transformation von Hohenkoordinaten (X, y, z) auf
Druckkoordinaten (X, y, p)

C
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weil pc = p,

Ax—0  AX AX—0  AZ AX
Az—0

(&) () =50
—pg ——"\OZ Jy—const. Ox p=const. Ox p=const.

@) — i pB_pA_“m Pg —Pc Az
aX Z=const.




Es gibt also die Beziehung

1 ( apj ( 0z )
_ | = — _g —_—
p ax z=const. ax p:COHSt.

@

» bei der Transformation von Hohenkoordinaten (x,y,z) auf
Druckkoordinaten (x,y,p), der Druckgradient in der
Bezugshohe z Gbergeht in einen quasi-horizontalen
Gradienten der geopotentiellen Hohe auf der jeweiligen

Druckflache.
S

> Beim Ubergang von Hohenkoordinaten auf Druck-
koordinaten muf® man den horizontalen Druckgradient
pro Masseneinheit durch die Neigung der Druckfléche,
multipliziert mit g, ersetzen.

Die geostrophische Gleichung in Druckkoordinaten

fk AV =-gV 2z

\ Ableitung bei

konstantem p
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V:k/\gV y4
f p

der geostrophische Wind im p-System
blast parallel zu den Isohypsen.
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Z+dz

die niedrigeren Geopotentialwerte
auf der Nordhalbkugel liegen in
Stromungsrichtung gesehen links

Ein Beispiel
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Zusammenfassung 1

1. Reibungsfrei Bewegungsgleichung

d—uz—EVp+g—ZQ/\u pro-
dt P Masseneinheit

2. Geostrophische Bewegung

1
fk/\uh=—EVhp O:_E@_pg

3. Lbsung

P u,=ka—V,p
pf

Zusammenfassung 2

4. Geostrophische Gleichung in Druckkoordinaten
fk AV =-gV 2z
5. Losung

V:k/\gV y4
f p







